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  )Partial Differential Equations-PDEsدیفرانسیل با مشتقات جزئی (معادلات 

ه متغیر وابستقل و یک سري مشتقات جزئی که شامل متغیر وابسته (تابع مجهول)، متغیرهاي مست يامعادله 
  یفرانسیل با مشتقات جزئی نامیده می شود.د معادله نسبت به متغیرهاي مستقل هستند،

 , , , , , , , , , 0x y xx yyf x y           

 ,x y   مستقلمتغیرهاي  
   وابستهمتغیر  

, , , ,x y xx yy      جزئیمشتقات  
 

  هستند. 2مرتبه  PDEمعادلات حاکم بر پدیده هاي مکانیک سیالات و انتقال حرارت اکثر 

ستقل تابعی از یک متغیر ممشتق جزئی فقط متغیر وابسته تنها تابعی از یک متغیر مستقل باشد و یا چنانچه 
نامیده می  )ODE )Ordinary Differential Equation، در آن صورت معادله دیفرانسیل، معمولی یا باشد

  شود و شکل کلی آن به صورت زیر است:
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خاص حل تحلیلی جز در شرایط  PDEعادلات ممکن است حل تحلیلی داشته باشند ولی م ODEدلات معا
  ندارند.

  

  زیر را در نظر بگیرید:. معادلات است از بالاترین مرتبه مشتق جزئیرتبه معادله، عبارت ، مPDEمعادلات در 
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  می باشند. 2از مرتبه  3و  2و معادلات  1بوده و معادله اول از مرتبه  PDEسه معادله فوق هر 
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  PDEبندي معادلات تقسیم 

  خطیlinear 
  خطی شبهquasi linear 
  خطیغیر non linear 

  م.ی کنیاین حال، سه معادله فوق را تعریف مبا  معادلات شبه خطی و غیر خطی رفتار یکسانی دارند. CFDدر 

  

 ئی و متغیر وابسته، ثابت و یا متغیر مستقل باشد.دله اي که در آن، ضریب تمام مشتقات جزمعا خطی:معادله 
سر و کار داریم، تعاریف را بر اساس معادلات  2مرتبه  PDEحرارت عملاً با معادلات  در سیالات و انتقالچون 
  بیان می کنیم: 2مرتبه 

 , (1)xx xy yy x ya b c d e f g x y             

  باشد. yو  xیا ثابت بوده و یا تابعی از  a,b,c,...,fخطی بودن معادله فوق، می بایست براي 

  

,از  وابعیت a,b,c,...,fضرایب در : شبه خطیه معادل ,x y   در حالت کلی ضرایب مذکور  .جود داشته باشدو)
  می تواند مشتق جزئی از مرتبه پایین تر از مرتبه معادله باشد).

  

,از  وابعیت a,b,c,...,fضرایب در  غیر خطی:معادله  ,xx xy yy   شته باشدجود داو. 

  

  PDEبندي دیگري از معادلات تقسیم 

 :(1)در معادله اگر  همگن  , 0g x y  باشد 
 :(1)در معادله اگر  ناهمگن ، , 0g x y  باشد 

  

  غیر خطی است. 2مرتبه  PDEاستوکس، یک معادله  -مهم مکانیک سیالات یعنی معادله ناویرمعادله 
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  ت از نظر ریاضیبندي معادلاتقسیم 

را به صورت زیر  (1)ه معادلرا بیابیم.  PDEمنحنی مشخصه معادله تقسیم بندي معادلات، لازم است براي 
  بازنویسی می کنیم:

  (2)xx xy yy x ya b c d e f g H              

یک بنامیم،  این ناحیه را مطابق شکل زیر، واره در یک ناحیه بسته انجام می شود. اگر فوق، هم PDEحل 
پیوسته  2و مشتقات درجه  xxفت که روي آن، ناحیه می توان در نظر گرداخل این  Cبه نام مشخصه منحنی 

  منحنی مشخصه می تواند داخل ناحیه و یا روي مرز باشد.نیست. این 

  
داریم به نحوي که،  می کنیم روي منحنی مشخصه، پارامتري به نام فرض   x x   و y y  این . با

  هاي زیر را انجام می دهیم:گذاري نویسیم. نامب را می خواهیم بر حسب متغیر جدید  )(2فرض، معادله 
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  به صورت زیر در می آید: (2)معادله بنابراین 
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دستگاه معادلات در نظر گرفته و آن را به فرم ماتریسی بنویسیم، در آن صورت، معادلات فوق را به صورت اگر 
  ان از حالتی دارد که مشتقات مرتبه دوم در آن پیوسته نیست. داریم:صفر شدن دترمینان ماتریس ضرایب، نش
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dyhتعریف با 
dx

:معادله نهایی به فرم زیر در می آید ،  
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وابسته است. بنابراین، سه حالت ذیل را می  مقدار و مقدار و به تبع آن، رفتارش، به  hمی کنیم که مشاهده 
  توان متصور شد:
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 0 این شرط، معادله، هذلولوي یا با ه دو منحنی مشخصه حقیقی دارد. : در این حالت، معادل
Hyperbolic .نامیده می شود 

 0  یا  همويساین شرط، معادله، با منحنی مشخصه حقیقی دارد.  کیه حالت، معادل: در این
Parabolic .نامیده می شود 

 0  یا  یضويباین شرط، معادله، با دارد. نمنحنی مشخصه حقیقی ه حالت، معادل: در اینllipticE 
 نامیده می شود.

نامگذاري معادلات به صورت فوق، این است که با رسم منحنی معادلات، به شکل هایی مشابه شکل هاي فلسفه 
  فوق می رسیم.

  

 مثال:چند 
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 ) معادله انتقال حرارت یک بعديب
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رفتار متفاوتی داشته باشد.  yو  xمی تواند بر حسب مقادیر  PDEفوق، مشخص می شود که یک معادله  مثالدر 
، در محل برخورد منحنی با محورهاي مختصات و نیز مبدأ، وق در منحنی بسته تعریف شده باشداگر معادله فمثلاً 

  سهموي و در سایر نقاط رفتار هذلولوي از خود نشان می دهد.معادله رفتار 

 


